Générateur d'exercices associé : www.acquizitor.net

Introduction aux fonctions et statistiques '

Sommaire

| I o) a Lad (o) 1 JS S PRPPPRRE
R (<5 i1 1 11 o) o -SRI
2 — fONCHONS USULLLES.......eeeeeiveieeeereee ettt cee e eeete e e eeette e e e eetaeeeeesasaeeeeesaseeeeesssseeeensssseeeesnreas
S 1[0 1 (o) s W« (< (<3 V7T TR
4 — dérivée d’ordre SUPETIEUL @ L.....cccceecieerieriiiinieeieerie et e ste st estesteestessaeessteebeesssessaesssessseessnsseens
5 — fonction logarithme NEPETIEN IN........cc.eieiieiiiiiieeiieiece ettt ae e e e s be e saeebe e rae e

¢ — Régression linéaire par la méthode des moindres Carrés...........cccoeceereuerrieriieinieniennienieeeee
2 — Série temporelles 0u ChroNOIOGIGUES.........cc.eeeriiiiriiieiiie ettt e eeesae e e sae e e saeeesaaeeas
a — détermination de la tendance non corrigée des fluctuations saiSONNIeres..........cccceeeeverrevercveerneenne
b — détermination des coefficients SAISONMIETS..........c.cccuierieeiiieiieeieecreccie et eee e e e vaee e
€ = PIEVISION. . teiutieiiieiteete et e st e et e et e et e st e e bt e s st e et e essteesseesssesnsaessteesseesssesnsaenstessseenssesnsesnssesnseenssennses

Courbes obtenues avec xcas en ligne et https://www.solumaths.com

Cours : Introduction aux fonctions et statistiques — 28/03/2024 — resume_fonction_stat_v04.odt

1/30


http://www.acquizitor.net/
https://www.solumaths.com/

Générateur d'exercices associé : www.acquizitor.net

| - Fonctions
1 - définitions

= Notion de fonction réelle : On considére un sous-ensemble I de IR . Définir une fonction
f surl, c’est associer a chaque réel de I au plus un nombre réel. Outre la courbe, le tableau,
la facon la plus classique et efficace d’y parvenir est une formule définissant cette association

Exemple1:1= R et f(x)=33
Dans ce cas, on associe a chaque réel un unique nombre, la fonction est dite constante

1
Exemple2:1= R et f(X)Zm

Dans ce cas le nombre associé peut étre calculé pour tous les nombres réels sauf pour -1
(division par zéro interdite)

> Ensemble de définition de [ : partie de I sur laquelle, on peut effectivement calculer

f(x)

Exemple3:1= R+ et f(X):ﬁ

Le plus grand ensemble de définition sur [ est [0;6[U]6;+x]

v Image , antécédent : on pose f(a)=b
b estl’imagede a par f , a estunantécédentde b par f

Remarque : I’image est unique mais il peut y avoir 0, 1, plusieurs ou une infinité d’antécédents

Remarque : les antécédents de b sont obtenus en résolvant I’équation f(x)=b ol x est
I’inconnue recherchée

Exemple 4:1= R et f(x)=x"+4
2 n’admet pas d’antécédent, 4 admet un unique antécédent (0), 5 admet deux antécédents (-1 et

D

5= Courbe ou représentation graphique de f
On se place dans un plan muni d’un repére. La courbe de [ sur I est I’ensemble des points du
plan définis comme suit: C;={(x,y),x€l,y=f(x)}

Exemple5:1= R et f(x)=x
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Exemple 6:1= R et f(x)=
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<5 Sens de variation : soit I un intervallede R et a et b deux réels del, on dira que
- f est croissante sur I'si : a<b=f(a)<f(b)

- f est strictement croissante sur I si : a<b={(a)<f(b)

- f est décroissante sur I si: a<b=f(a)=f(b)

- f est strictement décroissante sur I si: a<b={(a)>f(b)

. : s __1 . :
L’exemple précédent de la fonction définie surI= R par f(x)= 2 illustre la croissance

+1
stricte sur IR- et la décroissance stricte sur R+

>~ étude de la fonction [ : étudier une fonction, c’est déterminer les lieux sur lesquels elle
est croissante ou décroissante. Cet étude peut s’avérer complexe voire impossible. Voici
quelques exemples que I’on se contentera d’évoquer

Exemple 7:1= R et f(x) vaut1si x estun nombre rationnel, 0 sinon

Dans la mesure ou le sous-ensemble des rationnels et le sous-ensemble des irrationnels est
dense dans R (tout intervalle ouvert contient au moins un rationnel ou un irrationnel), il
n’existe aucun intervalle ouvert sur lequel cette fonction est croissante ou décroissante

Cours : Introduction aux fonctions et statistiques — 28/03/2024 — resume_fonction_stat_v04.odt 3/30



http://www.acquizitor.net/

Générateur d'exercices associé : www.acquizitor.net

.1
Exemple 8 : 1= 10;+w[ et f(X)ZSHl(;)
Sur tout intervalle de la forme 10;a[ ,a>0 |, la fonction n’est ni croissante , ni décroissante.
. o 1 . <
En effet, lorsque x se rapproche de O en étant positif, . devient tres grand et prend donc

toutes les valeurs multiples de 7 qui annulent la fonction f avec changement de signe et
ainsi de sens de variation

A5

2 - fonctions usuelles

<> fonction affine: a et b sontdeux réels quelconques,I= R | f(x)=ax+b
- la courbe représentative est une droite

-si b=0 , cette fonction est dit linéaire et la courbe passe par I’origine

- le nombre a est noté coefficient directeur

- lorsque a<0 , la fonction est strictement décroissante

- lorsque a=0 , la fonction est constante

- lorsque a>0 | la fonction est strictement croissante

, ) ) ) i ) b
- la courbe représentative coupe 1’axe horizontale des abscisses au point d’abscisse ——
a

Exemple9:1= R et f(x)=2x+1
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5> fonction du second degré : a#0 , b , ¢ sontdesréels quelconques, 1= R |
f(x)=ax’+bx+c

- la courbe représentative est notée parabole

- lorsque a<0 , la parabole est orientée vers le bas (forme de montagne)

- lorsque a>0 , la parabole est orientée vers le haut (forme de vallée)

- on note discriminant associé, le nombre A=b2-4ac

CAS1: A<O
« pas d’intersection avec 1’axe des abscisses, donc pas de solution a I’équation

f(x)=ax*+bx+c=0
- autrement dit, f(x) ne change pas de signe et la courbe se situe d’un c6té de 1’axe des
abscisses

Exemple 10: 1= R et f(x)=x"+x+1

CAS2: A=0
« une seule intersection avec 1’axe des abscisses, donc une seule solution a I’équation

f(x)=ax*+bx+c=0 , définie par X="7

- autrement dit, f(x) s’annule sans changer de signe et la courbe se situe d’un c6té de
I’axe des abscisses

Exemple 11: 1= R et f(x)=x’+2x+1
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KA2+2M+1

CAS3: A>0
+ deux intersections avec I’axe des abscisses, donc deux solutions a 1’équation
2 T, _—b—VvA _—b+VA
f(x)=ax’+bx+c=0 , définies par x=———— et X=—_—

- autrement dit, f(x) s’annule en changeant de signe autour de X, et X, etla courbe
coupe I’axe des abscisses en deux points

Exemple 12:1= R et f(x)=x’+2x-3

AS

\Can2ened

= monomes de degré n (entier naturel strictement positif) : I= R | f(x)=x"

- le comportement de cette fonction aux bornes de son intervalle de définition dépend de la
parité de n

CAS 1 : n pair

on admettra que f(x) tendvers +x quand x tendvers —® ou +®

CAS 2 : n impair
on admettra que f(x) tendvers —» quand x tendvers —© etvers +» quand x

tend vers +©
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<> fonctions trigonométriques : , 1= R | f(x)=sin(x) ou f(x)=cos(x)
- ces fonctions sont périodiques de période 27
- dans tous les cas, [f(x)|<1

<> fonction exponentielle : 1= R | f(x)=exp(x)
<> fonction logarithme népérien: 1= R | f(x)=In(x)
Ces deux dernieres fonctions qui sont liées seront étudiées explicitement

3 - notion de dérivée

Contexte : dans le cadre de 1’étude des fonctions, on définit la notion de dérivée qui permet de
relier le sens de variation d’une fonction f définie sur une partie Ide R au signe d’une
nouvelle fonction notée [’

== Notion de dérivée au point A( Xo;f(x,) )delacourbede f :onassociea X, le
coefficient directeur (noté nombre dérivé f'(x,) ) de la droite tangente (non verticale) a la
courbe au point A. On dira que la fonction [ est dérivable en X, . Lorsque cette
association peut étre réalisée sur I, on définit ainsi une nouvelle fonction, notée fonction
dérivée de f

Remarque : par définition la tangente en A est une droite qui épouse la forme de la courbe en A

Remarque : il existe des cas ou cette correspondance ne peut pas avoir lieu

Exemple 13: 1= R+ et f(x)=vx

AD

Cette fonction est définie en 0 mais n’est pas dérivable en 0, la tangente a la courbe en 0 est une
droite verticale

Cours : Introduction aux fonctions et statistiques — 28/03/2024 — resume_fonction_stat_v04.odt 7730


http://www.acquizitor.net/

Générateur d'exercices associé : www.acquizitor.net

Exemple 14:1= R et f(x)=[x]

AS

.
~
\
“\ . s
\\ abs(x)
.
.

Cette fonction est définie en 0 mais n’est pas dérivable en 0, le point A(0O ; 0) est un point dit
anguleux, il n’existe pas de droite épousant la forme de la courbe en A

> Condition d’existence de la dérivée : sauf cas particulier, les fonctions fabriquées a partir
des fonctions usuelles (par addition, multiplication, division, composition) sont généralement

dérivables sur leur ensemble de définition

== Rappel : composition de fonction (opérateur "rond"), (fog)(x)=f(g(x))

Exemple 15 : f(X)=xzf1 ;oglx)=x+1 ; (fog)(x)z(iﬁ—;i)l i (gof)(x)= fflﬂ
> Tableau des dérivées usuelles (1)
f(x) f(x)
1 0
X
X’ 2x
x" ; neQ nx""
exp(x) exp(x)
x>0 In(x) 1
X
5= Tableau des regles de dérivation (2)
f(x) f(x)
u(x)+v(x) u'(x)+v'(x)
keR ; kxXu(x) kxu'(x)
1 _v'(x)
v(x) v¥(x)
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u(x)v(x) u'(x)v(x)+u(x)~v'(x)
u(x) u'(x)-v(x)—u(x)-v'(x)
v(x) vi(x)
exp(v(x)) v'(x)-exp(v(x))
v(x)>0 ; In(v(x)) v'(x)

(uov)(x) u’(v(x))-v’(x)

Exemple 16 : f(x)=5x’—4x’+6x+45 ; f'(x)=15x’—8x+6

2
Exemple 17A: f(x)=In(x*+1) ; f'(X)ZXQ:(l (voir In(v(x)) du tableau 2)

Exemple 17B : f(x)=exp(—5x) ; f'(x)=—>5exp(—5x) (voir exp(v(x)) du tableau 2)

Exemple 18A: f(x)=xIn(x) ; f'(X)=1'1H(X)+X%=1H(X)+1 (voir u(x)-v(x) du tableau 2)

. ,X:3(—x+6)—(3x+10)(—1): 28 . u(x)
; (%) (—x+6) (Cx+6) (voir V() du

Exemple 18B : f(x)= S_XX++12

tableau 2)

Exemple 19 : illustration du lien entre le sens de variation de la fonction et le signe de la
dérivée, f(x)=x’+2x—3 ; ['(x)=2x+2

A5

XA+ 23

w2

Afin d’étudier les fonctions, on s’appuiera sur les théoréemes suivants :

= TH1 : on suppose que [ est dérivable sur un intervalle I
CAS 1:sipourtout x del, f'(x)=0 ,onsupposeque f’ peuts annuler uniquement en
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des point isolés, alors [ est strictement croissante sur I

CAS 2:sipourtout x del, f'(x)<O ,onsupposeque f’ peuts’annuler uniquement en
des point isolés, alors [ est strictement décroissante sur I

CAS 3:si [ estnulle pourtout x de I, alors [ est constante sur I

5= TH2 : on suppose que [ est dérivable sur un intervalle ouvert I

-Si f admet un extremum (minimum ou maximum) en a ,alors f’(a)=0

- (RECIPROQUE)si f’(a)=0 avec un changement de signe de f’ de part et d’autre de a
,alors f admet un extremum en a

Exemple 20-A a méditer : f(x)=x> ; f'(x)=3x"

A5

/

5 25 f’”_tf/ >

p 25
/ X3

La dérivée s’annule en 0, il y a bien une tangente horizontale en 0, mais la fonction reste
strictement croissante sur R . Tout s’explique en analysant le signe de la dérivée, il est
évidemment positif

5~ équation de la tangente
Soit f une fonction dérivable en X, .La tangente au point A(x,f(x,)) vérifie les deux
conditions suivantes :
« le coefficient directeur est égal a [ ’(xo)
« lepoint A appartient a la tangente
Une équation de cette tangente est donc :  y=f"(x,)-(x—xo )+ (x,)

Exemple 20-B: f(x)=—x"+x+3

Recherche de la tangente au point d’abscisse X,=—1
f’(x)=—2x+1
f(xo)==(=1)+(-1)+3=1
f(x)==2-(-1)+1=3

équation de la tangente : y=3(x—(—1))+1=3x+4
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AS

5 25 " 1o 25
\3,xx+%1-x+3

Application directe : pour une valeur de x proche de X, , on approxime la valeur de f(x)
par I’expression de la tangente en X, , c’est-a-dire ' (xo):(x—xo)+f(x,)

1

Exemple 20-C : on recherche une valeur approchée de A=77-=

1 , . .
On pose f (X)Zm ,ona A=f(0.017) . Déterminons I’expression de la tangente en x,=0

s 1 ] .
f(x)= (1ex)] ° f(0)=1 , f’(0)=—1 , équation de la tangente en 0 : y=—x+1

On déduit A~-0.017+1=0.983 , un calcul exacta 10° prés donne A~0.98328

4 - dérivée d’ordre supérieur a 1

=~ La dérivée niéme (notée " (x) )oud’ordrende f estobtenue en dérivant f ,n fois

Exemple 21 : f(x)=5x’-4x’+6x+45 ; f'(x)=15x’-8x+6 ; [''(x)=30x-8 ;
[ (x)=f"(x)=30

v Point d’inflexion : on considére une fonction f admettant des dérivées de tout ordre sur
un intervalle ouvert I, on note C la courbe de cette fonction. Un point d’inflexion de C est un
point particulier ou la concavité de la courbe change et on admet que la courbe C traverse sa
tangente en ce point

Soit X, de I, on note le point A( xo;f(x,) )de C.
Condition nécessaire et suffisante d’existence d’un point d’inflexion en A :
« [7(x)=0
e k e(s)t impair, ou k est le premier entier naturel supérieur strictement a 2 tel que
f* (x0)#0

Exemple 22: f(x)=x’ ; f’(x)=3x" ; f"'(x)=6x ; (“(x)=6
A(0; 0) est un point d’inflexion de C dessinée précédemment (exemple 20-A)
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Exemple 23-A: f(x)=x" ; f’(x)=4x’ ; f"'(x)=12x" ; fA(x)=24x ; f¥(x)=24

on est dans le cas ot f’’(0)=0 mais k =4, A(0 ; 0) n’est pas un point d’inflexion

I

L
|

- /
J

-5 -2.5 0 2.5

Remarque : Tout polyndome de degré 3 admet un unique point d’inflexion. En effet, la dérivée
seconde est une fonction affine s’annulant une seule fois, et de plus la dérivée troisieme est une
fonction constante non nulle

Remarque : lien entre extremum et signe de [’
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I, sur lequel :
o x&I et f’(x)=0
[’ nes’annule pas sur I et garde un signe constant
CAS1: f’’(x)<0 |, f’ estdonc décroissante, s’annulanten X, . f’ est positive a
gauche de X, etnégative a droite, on en déduit que f admet un maximum en X,
CAS 2: (x>0 , par un raisonnement analogue, on montre que f admet un minimum en
Xo

Cette méthode peut étre appliquée lorsque la détermination de f’’ est simple

Exemple 23-B: f(x)=3x2+x+7 ; f’(x)=6x+1 ; f’’(x)=6
Vu le signe positif constant de f’’ , toute valeur qui annule la dérivée correspondant a un
minimum de la fonction f

5 - fonction logarithme népérien In

5~ Définition : on admet qu’il existe une unique fonction dérivable et définie sur I = 10;+o0o[

,notée In vérifiant les deux conditions suivantes

* In ’(X):%

e In(1)=0
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5" propriétés admises :
. In est strictement croissante sur [

. lim In(x)=—o0
x=20,x>0
e limIn(x)=+o
X >+
21
2
-2
La
o 20 40 60 80 100

5" propriété caractéristique fondamentale
a et b sontdeux réels strictement positifs quelconques : In(a-b)=In(a)+In(b)

Autrement dit: In "transforme" les produits en sommes
Remarque : ébauche de démonstration

a est un réel fixé et on définit sur I la fonction ¢g(x)=In(a-x)-In(a)
e onaimmédiatement ¢g(1)=0

> |

« par application des régles de dérivation, on obtient g’(x)=

Par unicité (admise lors de la définition de In )dela fonction In ,ona g(x)=In(x) eton
en déduit In(a-x)-In(a)=In(x)=In(a-x)=In(a)+In(x) m

5" propriétés induites
. ln(%):—ln(b)

. ln(%):m(a)—ln(b)
* In(a

-

)=r-In(a) ; reaQ

5 Croissances comparées (admises) aux bornes de I’intervalle de définition
lim x-In(x)=0 lim M:o

x=0,x>0 X400 X

Exemple 24 : In(40)=1In(8%5)=In(8)+In(5)=In(2%)+In(5)=31In(2)+In(5)
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Exemple 25 : au début d’une année que 1’on notera 0, Riop dépose a la banque YAUNDOOT
une somme notée C, qui doit rapporter des intéréts composés annuels a un taux en
pourcentage noté t. Riop souhaite savoir au bout de quelle année n, ce capital aura triplé mais il
ne souvient plus si son conseiller lui avait dit t = 0.8 % ou 8 %.

On admet (propriétés des suites géométriques) que le capital au bout de I’année n est

n

C,=C,| 1+ﬁ) . On recherche la premiére valeur de n pour laquelle C,=3C,

n

Ly>3c,

I D Co(1+—
Ce qui donne : C( +700

n

par simplification : (1+—) =3

100
par croissance de la fonction In : ln((1+ﬁ) )=In(3)
L t
par propriété de In : nln(1+ﬁ)zln(3)
. - In(3)
Vi 1+—>0 d’ou: =
évidemment 10070 > d’ou : In(1+ Tfo )

Application numérique pour t = 0.8 % : n = 138 ; Riop devrait se poser la question de la
pertinence d’un tel placement

Application numérique pour t =8 % : n = 15 ; Riop devrait se méfier d’un taux aussi généreux

6 — fonction exponentielle exp

>~ Lienentre In et exp :faisant suite al’étude précédente de la fonction In aux bornes
de son intervalle de définition et de son sens de variation, on admet que la fonction In
prend TOUTE valeur réelle une unique fois, ce qui peut s’écrire de la facon suivante

Pour tout réel y , il existe un unique réel x strictement positif tel que : y=In(x)

La correspondance de x vers y est définie par la fonction In et la correspondance de
y vers x décrit une nouvelle fonction qui est par définition la fonction RECIPROQUE de
la fonction In |, autrement dit: x>0,y€R,y=In(x)< x=exp(y)

Remarque : la notion de continuité non abordée ici permettrait de justifier la construction de
exp

5" propriétés induites et admises :
e x>0,exp(In(x))=x
e  yeR,In(exp(y))=y
e exp eststrictement croissante sur R
. lim exp(y)=0

y=>—o0
e lim exp(y)=+w

y=>+o0

«  yeR,exp(y)>0
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* lescourbesde In et exp sontsymeétriques par rapport a la droite d’équation y=x

(premiére bissectrice)
* exp(0)=1 , ceci découle de In(1)=0

[/

“exp(x)

“Infx)’

Remarque : dorénavant, on définira la nouvelle fonction exp al’aide de la notation classique

exp(x)
<> Définition : on pose exp(1)=e .Il en découle In(e)=1
> On admet que la fonction exp est dérivable sur R et (exp(x))’=exp(x)

5" propriété caractéristique fondamentale
a et b sontdeux réels quelconques : exp(a+b)=exp(a)-exp(b)

Autrement dit : exp "transforme" les sommes en produits
Remarque : ébauche de démonstration

a€R,beR,In(exp(a+b))=a+b=In(exp(a))+In(exp(b))=In(exp(a)-exp (b))
d’ou exp(a+b)=exp(a)-exp(b) m

5" propriétés induites

1
e"p("’)‘expw() )
. exn(gp) = P

* exp(ra)=(exp(a)) ; reQ

>~ Nouvelle expression de exp
En posant a=1 dans la derniére propriété, ona exp(r-1)=exp(r)=(exp(1))=¢"
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Par des considérations de continuité et de densité non abordées ici, on étend cette définition sur

R, ce quidonne: x€R | exp(x)=e"

s~ Extension de la fonction exponentielle
Onpose: a>0 , g‘=e™"

v Croissances comparées (admises) aux bornes de I’intervalle de définition
X

3 X— . e
X=oo x>+ X

voici quelques applications immédiates :

Exemple 26 : Résolution de I’équation e***=10
ona x+4=In(10) d’ott x=In(10)-4 ,ainsi S={ In(10)—4}

Exemple 27 : Résolution de I’équation In(2x+6)=100
On doit s’assurer que 2x+6>0 ou encore x>—3

100 100
6 , ainsi S:{e 5 6

ona 2x+6=exp(100) d’ou x=% }

Exemple 28 : étude de la fonction f(x)=xe ™ , x=0
ona f’(x)=1e " +x:(—e™)=(1-x)e "
QUESTION : f’(x)>0?
(1-x)e ™>0 ,or e *>0
REPONSE : 0=<x<1
f est strictement croissante sur [0 ; 1]

f eststrictement croissante sur [1; +% [

f(0)=0,f(1):e‘1:%, lim f(x)=0

> X >+

d’ou 1—x>0

b

A5

7 - Applications en économie gestion

>~ Rappel : taux d’accroissement entre a et b pour une fonction f
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e b)- . .
Ce taux est défini par % . On admet les points suivants :
* si f estdérivableen a , par définition, ce taux tend vers f’(a) lorsque b tend

vers a
* dans le cas d’une fonction affine, ce taux correspond au coefficient directeur de la droite
représentative de la fonction

5 Rappel : taux d’évolution (%) entre V, (valeur initiale) et V, (valeur finale) d’une
PP

grandeur

VF_VI

Vi

Ce taux est définie par 100

Dans cette partie on se place dans le contexte d’une entreprise fabriquant et vendant un produit.
Onnote x la quantité de produits fabriqués sur une période donnée T.
« ce produit peut étre fabriqué a I’unité et dans ce cas x prend des valeurs entieres (0, 1,
2,...)
« oualors x prend toute valeur dans un intervalle donné (a I’unité de mesure pouvant
étre une longueur, une masse, ...)
« dans les deux cas, on pose p le prix de vente a I’unité ou par unité de mesure

= Onnote C(x) ,le coit total de fabrication d’une quantité x de produits sur la période T

v Recette totale associée : R(x)=p-x
Dansle casou p dépendde x ,laformule devient R(x)=p(x)-x

v Bénéfice total associé : B(x)=R(x)-C(x)
On dira que le seuil de rentabilité est atteint lorsque B(x)=0 . A I’aide d’une étude de
fonction, il est possible de déterminer ce seuil mais aussi les extrema éventuels

v Colit moyen: C,(x)= ix)

= Cofit marginal : C,(x)
e pour un produit se vendant a I’unité, c’est la variation de cofit total pour une unité
supplémentaire produite, C.,(x)=C(x+1)-C(x)
* sinon, on pose G, (x)=C’(x)

Remarque : les deux définitions se rejoignent, car si on considére que x est grand par rapport
\ C(x+1)-C(x s s . .
al, C(x+1)-C(x)= ( x+1)—X (x) , C’est donc un taux d’accroissement et on applique la

remarque concernant ce taux, C(x+1)—C(x)~C’(x)

=~ Recette marginale : R,(x)
e pour un produit se vendant a I’unité, c’est la variation de recette totale pour une unité
supplémentaire vendue, R,(x)=R(x+1)-R(x)
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* sinon, on pose R,(x)=R’(x)

Remarque : les deux définitions se rejoignent, car si on considere que x est grand par rapport

al, R(x+1)-R(x)= R(XX++11):5(X>

remarque concernant ce taux, R(x+1)—R(x)~R’(x)

, C’est donc un taux d’accroissement et on applique la

5= Notion d’élasticité
On considere une fonction f delavariable x et dérivableen a . On cherche a mesurer
I’influence de la variation relative de f sur cellede x et réciproquement

_f(x)=f(a)

- entre f(a) et f(x) letaux d’évolutionest t= a)

X—da

e entre a et x letaux d’évolution est t,=

Lorsque x estproche de a ,on approxime le rapport des taux par sa limite éventuelle en
M o raria
fla _a flx)=fla a .,
©O e T e e

a

On définit ainsi ’élasticité de f de la fagon suivante : e;(a)=a-

Exercices d’application : retrouver de nombreux exercices corrigés d’application directe
(optimisation du bénéfice, élasticité, ...) sur www.acquizitor.net
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Il - Introduction aux statistiques
1 - Statistique a deux variables quantitatives

a - Rappels

> On s’intéresse a des caracteres ou variables (notés généralement par des lettres telles que
x ou Yy )issus des disciplines courantes (économie, démographie, biologie, ...) tels que
le chiffre d’affaires d’une entreprise, 1’age d’une population, la taille des arbres, le poids des
animaux, le revenu des ménages, la catégorie socio-professionnelle d’une population, ...

5 Lorsque les valeurs prises (notées X; X, X;... ) par la variable étudiée x sont
numeériques, la variable est dite quantitative, sinon elle est dite qualitative

Exemple 1: x représente le chiffre d’affaires mensuel de la société SUPRASUN et
s’exprime en millions d’euros, elle est quantitative

Exemple 2 : y représente la catégorie socio-professionnelle d’une population, elle est
qualitative

On considere une variable quantitative x prenant n valeurs X;X, X;...,X,

> moyenne (parameétre de position) :
X, t..+Xx,
x= M _z X,

= variance : var(x)
la variance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne
2

(x) (x,—x)+..+(x,—x) :li(xi_?)z

var (X )=
n

5" écart-type (parametre de dispersion) : Y«
1’écart-type donne une indication sur la dispersion des valeurs autour de la moyenne (plus les
valeurs prises sont proches de la moyenne et plus il est petit)

o,=+var (x)

Remarques : 1’écart-type n’est nul que dans le cas ou toutes les valeurs x; sont identiques.
L’écart-type n’est pas exactement la moyenne m des écarts ala moyenne car cette moyenne

m est systématiquement nulle. En effet : mz—z (x,—X) Z x;) = (nx—nx)=0
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b - Généralités

Exemple introductif : dans un village, on souhaite étudier le lien entre le temps moyen passé

devant la télé et le temps mis pour faire le parcours de santé autour du village de 5 km. On note
x la variable notant le temps moyen passé devant la télé et y celle repérant le temps mis

pour faire le parcours. Lors d’une enquéte, n personnes répondent en révélant leurs valeurs

de x et y

Onnote (x,,y1),-.,(X,,y,) ces valeurs et on suppose que les valeurs X; sont distinctes deux a
deux. On imagine un lien entre les deux variables qui se traduit par 1’existence théorique d’une
fonction f permettant de passer de ’une a 1’autre comme suit : y={(x)

Lorsque cette fonction existe :
« ondiraque y estexpliquéepar x
« onpose Y=f(x;) lavaleur ajustée
- onpose Y =Y+e; , e, estnotérésidu ou erreur

CAS fondamental : fonction affine f(x)=ax+b
la représentation graphique des couples (x;,y;)<i<» donne globalement une droite

CAS exponentiel : fonction de type exponentiel f(x)=bexp(ax) , onsuppose b>0 d’ou
In(f(x))=In(b)+ax
la représentation graphique des couples (x;,In(y;));<<, donne globalement une droite

CAS logarithme : fonction logarithme népérien f(x)=b+aln(x)
la représentation graphique des couples (In(x;),y;)i<=, donne globalement une droite

CAS puissance : fonction polynomiale simple f(x)=bx‘ , on suppose b>0,x>0 d’ou
In(f(x))=In(b)+aln(x)
la représentation graphique des couples (In(x;),In(y;));<i<, donne globalement une droite

5= Conclusion : quitte a appliquer la fonction In aux valeurs des variables, on peut se
ramener a 1’étude du cas fondamental affine

Question importante : comment savoir simplement si on est dans le cas d’un ajustement
affine ?
Réponse : représenter graphiquement le nuage des points (X, yi)i<i<» et conclure

c — Régression linéaire par la méthode des moindres carrés

Contexte : On consideére la série de n valeurs (xi,y1),...,(Xx.,y,) prises par les variables x
et y .On recherche la droite D passant au plus prés des points M(X;,¥1),..., M,(x,, y,)
regroupés sous 1’appellation nuage de points. La méthode utilisée est la suivante :

Soit D une droite d’équation réduite y=ax+b | i étant un entier compris entre 1et n ,on
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note H(x,ax+b) le projeté dupoint M, sur D parallélement & I’axe vertical des ordonnées.
Ladistance M H, estégaled |y;—(ax+b) .On détermine la droite D qui passe au plus prés
des points M, ...,M, en déterminant la valeurde a et b qui minimise I’expression
suivante :

Z M,H/’ Z —ax,—b)* .S estune fonction des variables a et b

i=1

On admet que la solution éventuelle est un point critique pour la fonction de deux variables S,
0S(a,b) 0. 0S(a,b)
da ' db
éventuel). On obtient respectivement deux équations :

c’est-a-dire : =0 (les dérivées partielles sont nulles au point critique

22 —ax,—b)(—x,)=0 et 22 .—ax,—b)(—1)=0 (R1)
On pose X=—Z x; et y=—z y; . Les deux équations deviennent :

(E1) Zy,xl aZX— x,=0
(E2) y b@b y— >_(

,i

Remarque : la deuxiéme équation indique que le point moyen (X,y) appartient a la droite
recherchée

On injecte dans (E1) la valeur de b obtenue dans (E2), ce qui donne :

Z yz‘xi)_ny')_‘

i=1

Zx n(x)

Zyle aZx (y—ax)n-x=0 puis a=

. IR _ _
s covariance de (x,y) : cov(x,y)=—2 (y,=7)(x~%)
i=1
Cette définition permet de simplifier l’expression de a .En effet:

2_1" 1
o n; n Zx
_ cov(x,y) L
On obtient : GZT et b=y-ax

Introduisons la notion de variance expliquée :

Pourtout i comprisentre let n , y=y+e=ax+b+e et y—y=y—y+¥—y .Onen
déduit (yi—y)/=(yi—y+y—y)=ei+2(yi=3)(3-y)+(7—¥)

On somme toutes ces relations
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n n

> (5-3=2 (y=5+5-7F=2 423 y=3) 32 (5-5)

i=1 i=1

n n

Z (.yi_yi)(yi_y):z (yi—axi—b)(axi+b—y):ai (yi—axi—b)xi*‘(b—?)z (yi_axi_b):()

1 1 1

Simplifions cette relation en appliquant les relations (R1) définies précédemment

n

Onobtient: ) (y—y)=>.e+>. (y,-y)

i=1 i=1 i=1

Il est important de noter que par construction (rappel : y=ax+b ): e=0 et =y

n

on en déduit : var (y):%z (y,—y)=var(e)+var(y)

i=1

> var(e) :variance résiduelle, var(y) :variance expliquée par la régression linéaire ¥

=5 coefficient de corrélation entre x et y : pxyzw
xy

Propriétés admises :

. —1<p,, =1

« le signe du coefficient de corrélation est lié au sens de variation de la droite de
régression, en effet Ao et a sontde méme signe

« ce coefficient mesure la dépendance linéaire entre x et y ,lorsque Pv estnul ou
proche de zéro, il n’y a pas de dépendance linéaire (il peut alors exister une autre
dépendance, mais pas linéaire), lorsque P» est égal a 1 ou -1, la corrélation linéaire est
parfaite. Hormis ces cas extrémes, I’interprétation de P» peut s’avérer délicate.

Exercices d’application : retrouver de nombreux exercices corrigés d’application directe
(moyenne, écart-type, régression linéaire, ...) sur www.acquizitor.net

Que faire de la droite de régression ?
« Mesurer I’écart (y;—f(x;))i<i<» entre la réalité et le modeéle obtenu

- faire des prévisions de valeursen x ou y

Outil de calcul préconisé pour déterminer cette droite de régression : calculatrice ou tableur

Exemple 3 : on considere le tableau des valeurs suivant

Xi 34 36 38 40 41
Yi 45.2 47.8 53.4 57 57 .8

Equation de la droite de régression : y=ax+b
a~1.93
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b~-20.64

estimation de y pour x=54

60
58
56
54
52
50
48
46
44
42
40

y~84

b

Nuage de points et droite de régression associée :

33 34 35 36 ar aa

39

40 41

Exemple 4 : lien entre la vitesse et la distance de freinage d’un véhicule donné

de type puissance.

v : vitesse en km/h |d : distance de freinage en m In(v) In(d)
20 4,7)2,9957322736(1,5475625087
25 4,8|3,2188758249(1,5686159179
36 13]3,5835189385| 2,5649493575
39 13,2(3,6635616461(2,5802168296
45 19,3|3,8066624898| 2,9601050959
55 29,2|4,0073331852|3,3741687093
64 38,5|4,1588830834|3,6506582413
79 57,3|4,3694478525|4,0483006237
82 60,7|4,4067192473|4,1059436981
98 87,5|4,5849674787|4,4716387934
110 110,4|4,7004803658| 4,7041101338

La représentation des points ( v; , d; )suggere que le modele de régression linéaire n’est

pas adapté. La représentation des points ( In(v;) , In(d;) )suggére un modéle de régression

Sur chaque représentation, la fonction f(x) désigne 1’expression de la régression appliquée
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120

f(x) = 0,011125458937999 x~1, 9555734873834

100

80

60

=

40

20

0 20 40 60 80 100 120

f(x) =|1,9555734873834 x — 4,4935191989269

In(d)
o

2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8
In{v)

2 -
Série temporelles ou chronologiques

> Une série chronologique notée x(t) ou X, estune série de valeurs prises a des
intervalles de temps réguliers par une grandeur quantitative (consommation mensuelle
d’électricité pour une région donnée, nombre trimestriel de naissance, nombre mensuel de
vente de glace, nombre annuel de vente de voitures, ...). x(t) est la valeur prise par la
grandeur étudiée a I’instant t, t est un indice de temps exprimant des mois, trimestres,
semestres, années, ... . Onnote n le nombre total de valeurs prises (X; x,...,x,)

De maniére générale, le signal x(t) se décompose de la facon suivante :
« unetendance m(t) ou m, ,c’est]’évolution a long terme
« composante périodique s(t) ou S, repérant en général un phénomeéne saisonnier
« composante résiduelle e(t) ou e, repérant des fluctuations irréguliéres ou
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accidentelles

Remarque : dans certains cas, une composante cyclique décelable sur plusieurs années et a
durée irréguliéere peut étre ajoutée a la tendance

Le modéle de décomposition est additif lorsque : x(t)=m(t)+s(t)+e(t) et c’est ce modéle qui
sera principalement étudié.
Le modéle est multiplicatif lorsque x(t)=m(t)-s(t)+e(t) (1) ou x(t)=m(t)-s(t)-e(t) (2)

Remarque : dans le dernier cas, si toutes les composantes sont strictement positives, on peut
passer a un modeéle additif a I’aide de I’opération In(x(t))=In(m(t))+In(s(t))+In(e(t))

Nous admettrons dans un premier temps, qu’il existe des méthodes graphiques et calculatoires
qui permettent de choisir le modéle de décomposition (additif ou multiplicatif) et de déterminer
la période notée p de la composante périodique.
Exemples :

* siles données sont mensuelles et la périodicité est annuelle : p=12

* siles données sont trimestrielles et la périodicité est annuelle : p=4

* siles données sont mensuelles et la périodicité est trimestrielle : p=3

Citons un critere simple et graphique permettant de choisir le modele : si la composante
périodique semble étre indépendante de la tendance, ce qui se traduit par des variations
d’amplitudes égales, choisir le modele additif, sinon choisir le modele multiplicatif.

Un peu de théorie pour les curieux : on considéere une fonction f continue sur R . On
suppose qu’il existe deux nombres réels T>0 , K tels que pour tout réel x

x+T

[ f(t)de=K

Interprétation graphique : aire algébrique entre la courbe de [ et 1’axe des abscisses, entre les
abscisses x et x+T estégalea K .

Onnote F une primitive (fonction de dérivée f )de [ , on obtient par définition
F(x+T)-F(x)=K .En dérivant cette relation et en appliquant les régles classiques de

dérivation, on en déduit f(x+T)—f(x)=0<f(x+T)=f(x) . f estdonc périodique de période
T .

x+T

On se place dans le cas particulier K=0 . La relation f f(t)dt=K=0 indique, par

interprétation graphique que 1’aire algébrique sur toute période est nulle, en gros : 1’aire positive
sous la courbe lorsque [ est positive compense 1’aire négative sur la courbe lorsque [ est
négative . On imposera cette condition a la composante périodique du signal x(t)
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T

Ilustrons ceci dans le cas particulier f(x)=sin(x) , T=2x , f f(t)dt=0

—JT

“sinpg”

On note a,=a,a,a,...,a,_,,aq,=a+T une subdivision de I’intervalle [a;a+T] . On admet

a+T

I’approximation f f(t)dtm%(f(al)ﬁ(az)+...+f(ak)) (Somme de Riemann)

Conclusion :

Condition imposée a la composante périodique :
f(a)+f(ay)+...+f(a,)=0 (condition notée (C1))

k représente le nombre de sous-intervalles réguliers composant un intervalle de longueur
T

a — détermination de la tendance non corrigée des fluctuations saisonnieres

En étudiant la courbe de x(t) , deux méthodes sont applicables :

Meéthode 1 : application d’un modeéle de régression (linéaire exponentielle, ...). Cette méthode
décrite précédemment permet d’obtenir une tendance m; (t)

Méthode 2 : méthode des moyennes mobiles développée ci-dessous
Cette méthode permet de lisser la courbe de x et de supprimer ainsi la composante
périodique
On définit la moyenne mobile comme suit.
cas p impair ( p=2i+1 ):
ml(t):%(x(t—i)+x(t—(i—1))+...+x(t— Dx(t)+x(t+1)+..+x(t+i—1)+x(t+i))

cas p pair( p=2i ):
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m1(t):%(x(t2_i)+x(t—(i—l))+...+X(t—1)+X(t)+x(t+1)+m+x(t+i_1)+X(t2+l'))
: = = :l X(l) @
Exemple 5: p=4 , i=2 , m(3)=4(= T +x(2)+x(3)+x(4)+=>)

m,(t) apparait comme une moyenne pondérée des valeurs de x(t) autour de I’indice ¢

Remarque : dans les cas pair ou impair, les i premieres valeurs et les i dernieres valeurs de
m,(t) ne sont pas calculables , a cause d’un dépassement d’indice

On obtient dans les tous les cas, une composante m;(t) , notée tendance non corrigée

Exemple 6 : tableau de valeurs et représentation graphique

t X(t) m1(t), p=3 ml(t), p=4
1 34(? ?
2 56 40,000|?
3 30 40,333 39,625
4 35 35,333 36,625
5 41 33,667 33,25
6 25 33,333 33,75
7 34 31,333 33,625
8 35 36,333 35,125
9 40 37,667|?
10 38|? ?
60
50
0 a /\ ?A\l
0 - = ——x(1)
=#=ml(t), p=3
mlit), p=4
20
10
0
1 2 3 4 5 ] 7 a8 9 10
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b - détermination des coefficients saisonniers

A ce stade, on considére la composante m,(t) connue (tendance non corrigée). On en déduit
les écarts périodiques s, (t)

sy(t)=x(t)=m,(t)

51(t):%

Cas du modele additif :

Cas du modele multiplicatif (1) :

Les valeurs de s,(t)
c(j) ou 1<j<p

permettent maintenant de déterminer les coefficients saisonniers bruts

Pour simplifier, on considére que le nombre total n de valeurs x(t) estun multiple de p,
période de la composante périodique. On détermine p coefficients saisonniers bruts notés
c,(j) ou 1<j<p :moyenne (ou médiane si on veut exclure des données fantaisistes) de

tous les s,(t) situés au rang j des périodes successives.

Méthode préconisée : regrouper les s,(t) dans un tableau en les superposant par LIGNE de
p valeurs. Les ¢ (j) sont calculés par COLONNE pour toutes les p colonnes.
Onnote ¢ lamoyenne de tous les ¢,(j)

Exemple 7 : Voyons tout cela sur les ventes de glaces par trimestre sur les années 2000, 2001 et
2002 de la maison AKAPULCO ou la périodicité est p=4 et le modéle additif

t X(t) mi(t) s(t)
1 12000|? ?
2 20900(? ?
3 54000 29100 24900
4 30000 29237,5 762,5
5 11000 30250 -19250
6 23000 30875 -7875
7 60000 31000 29000
8 29000 31125 -2125
9 13000 29625 -16625
10 22000 28125 -6125
ikl 49000|? ?
12 28000(? ?
regroupement tabulaire des s1(t)
? 24900 762,5
-19250 -7875, 29000 -2125
-16625 -6125|? ?
lc1 -17937,5 -7000] 26950 -681,25
moyenne des cl 332,81

On fait ’hypothése que sur I’ensemble de la série des x(t) , ce sont les mémes effets
périodiques qui s’applique a chaque période. On adapte donc la condition (C1) évoquée

précédemment et on corrige les coefficients
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Cas du modeéle additif : c,(j)=c,(j)—¢

Cas du modele multiplicatif (1) :

= les ¢ (j) ou 1=<j<p sont les coefficients saisonniers
Ce sont ces coefficients qui fournissent les valeurs de la composante périodique définitive
s,(t) de x(t) comme suit.

On note le reste de la division euclidienne de t

r(t,p) par p

salt)=cy(1+r(t=1,p))

Exemple 8: p=4
52(1):C2(1) s 52(2):C2<2) ) 52(3>:C2(3> ) 52(4):C2(4)
52(5>:C2(1) > 52(6)202(2) > 52(7):‘:2(3) ) 52(8):‘32(4)
52(9):C2(1> 5 e

s,(t) permet d’extraire la tendance corrigée définitive m,(t) comme suit.

my(t)=x(t) =s,(t)

m,(t)=

Cas du modele additif :

Cas du modéle multiplicatif (1) : :(—(tt))
2

= Lasérie m,(t)
ou série CVS

est notée série désaisonnalisée, série corrigée des variations saisonnieres

Exemple 9 : Voici tous les calculs concernant la vente de glaces chez AKAPULCO

11 faut bien noter que pour le calcul des s(t) , ce sont les coefficients ¢,(j) quel’on

applique de facon cyclique

t X(t) m1(t) s1(t) s2(t) m2(t)
1 12000|? -18270,31 30270,31
2 20900|? 7 -7332,81 28232,81
3 54000 29100 24900 26617,19 27382,81
4 30000 29237,5 762,5 -1014,06 31014,06
5 11000 30250 -19250 -18270,31 29270,31
6 23000 30875 -7875] -7332,81 30332,81
7 60000 31000 29000 26617,19 33382,81
8 29000 31125 -2125 -1014,06 30014,06
9 13000 29625 -16625 -18270,31 31270,31
10 22000 28125 -6125| -7332,81 29332,81
1 49000|? 26617,19 22382,81
12 28000|? -1014,06 29014,06
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regroupement tabulaire des s1(t)
? ? 24900 762,5
-19250 -7875 29000 -2125
-16625 -6125|? ?
cl -17937,5 -7000) 26950 -681,25
moyenne des cl 332,81
c2 -18270,31 -7332,81]  26617,19 -1014,06Moyenne = 0

Signal et tendance

70000
60000

50000

== (1)

== m2(t)

—— Linéaire (m2(t))

40000

30000

20000

10000
f(t) = — 161,73513986014 t + 30376,2784090909

1 2 3 4 5 6 7 a 9 0 11 12

C - prévision

On suppose connus pour un signal x donné :
« n valeurs x(1),...,x(n)
« lapériode p delacomposante périodique
« le coefficients saisonniers ¢,(j) ou 1<j<p
« les valeurs de la tendance m,(t)

Question : comment estimer les valeurs x(n+1),x(n+2),... ?

Réponse : si on peut réaliser une régression (linéaire ou autre) de la tendance, on pose f(t) la
fonction associée a cette régression. On en déduit :

x(n+1)=f(n+1)+c,(1)

x(n+2)=f(n+2)+c,(2)

Exemple 10 : toujours chez AKAPULCO, estimons x(13) al’aide de la régression linéaire de
la tendance et les ¢, (j)

x(13)~—161,74x13+30376,28 —18270,31=10003
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